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O presente trabalho determina a pressa˜o de Casimir seguindo as ide´ias da Eletrodinaˆmica
Quaˆntica Finita (Finite QED), i.e., constru´ımos uma expressa˜o para o tensor energia-
momento (E-M) do campo de radiac¸a˜o quantizado de maneira a eliminar qualquer pro-
cedimento posterior de renormalizac¸a˜o na obtenc¸a˜o de resultados finitos para os observa´veis
f´ısicos, em particular, para a energia e o momento. O ponto de partida para este desenvolvi-
mento e´ uma proposta de produto de operadores a ser utilizada na construc¸a˜o de observa´veis,
para os quais as medidas f´ısicas sejam sempre resultados finitos. Com esta motivac¸a˜o, de-
senvolvemos o ca´lculo da pressa˜o Casimir no calibre de Coulomb considerando dois tipos de
condic¸o˜es de fronteira: a de Dirichlet e a de Neumann.
Palavras-chaves: Efeito Casimir, QED Finita, Calibre de Coulomb, CC Dirichlet,
CC Neumann.
The present work determines the Casimir pressure by following the ideas of Finite Quantum
Electrodynamics (Finite QED), that is, we propose an expression for the stress tensor of
the quantized radiation field which intends eliminate any renormalization procedure to get
finite results when carry on calculations of physical observables, in this case for energy and
momentum. The starting point for this development is a proposal for the operator product to
be used in the construction of the physical observables for which the physical measurements
always are finite results. Taking this motivation we carry out the calculation of the Casimir
pressure in the Coulomb gauge considering two types of boundary conditions: the Dirichlet
one and the Neumann one.
Key-words: Casimir effect, Finite QED, Coulomb Gauge, Dirichlet BC, Neu-
mann BC.
I. INTRODUC¸A˜O
Os operadores de campo locais, a exemplo
de Aµ(x) sa˜o distribuic¸o˜es a valor-operador [1,
2], e uma vez que produtos de distribuic¸o˜es em
um mesmo ponto, a exemplo de Aµ(x)Aν(x),
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†Enderec¸o Eletroˆnico: arthurmn@ufba.br
na˜o sa˜o bem definidos, estaremos sempre en-
volvidos com divergeˆncias associadas a`s singu-
laridades que surgem desses ca´lculos. Estas
u´ltimas sa˜o usualmente referidas na literatura
como as divergeˆncias ultravioletas.
No caso da energia, e mais geralmente as di-
vergeˆncias (os valores esperados infinitos para
as quantidades f´ısicas) sa˜o tratadas, histori-
camente, de uma forma bastante pragma´tica.
Uma vez que apenas diferenc¸as de energia cons-
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tituem elementos mensura´veis o que se faz e´
redefinir a magnitude f´ısica a partir do n´ıvel
de refereˆncia no infinito. Seguindo este ar-
gumento a expressa˜o do operador f´ısico AˆFIS
e´ conseguida apo´s uma apropriada substrac¸a˜o
de termos, procedimento usualmente designado
por renormalizac¸a˜o, que elimina o valor de
va´cuo infinito〈
AˆFIS
〉
=
〈
Aˆ
〉
−
〈
0sv
∣∣∣Aˆ∣∣∣ 0sv〉 , (1)
onde |0sv〉 e´ o estado quaˆntico fundamental do
sistema livre, i.e., do sistema quando na˜o exis-
tem quaisquer v´ınculos (sistema livre).
Esta ide´ia de subtrac¸a˜o foi estendida por
H.B.G Casimir [3], em 1948, na determinac¸a˜o
da parte finita da energia do estado fun-
damental do campo de radiac¸a˜o confinado,
i.e., quando sob condic¸o˜es de fronteira. A
renormalizac¸a˜o de Casimir, de um ponto de
vista matema´tico, e´ um “procedimento es-
tranho”, uma vez que envolve a subtrac¸a˜o da
grandeza f´ısica calculada em diferentes estados
de va´cuo, i.e, em estados pertencentes a dife-
rentes espac¸os de Fock, e tambe´m porque estas
grandezas teˆm intensidade infinita. Em outras
palavras, no procedimento de renormalizac¸a˜o
de Casimir tem-se,〈
0cv
∣∣∣AˆFIS∣∣∣ 0cv〉
=
〈
0cv
∣∣∣Aˆ∣∣∣ 0cv〉 − 〈0sv ∣∣∣Aˆ∣∣∣ 0sv〉 , (2)
onde |0cv〉 significa o estado de va´cuo do sis-
tema com v´ınculos, enquanto que |0sv〉 significa
o estado de va´cuo do sistema sem v´ınculos.
Nossa proposta neste trabalho e´ estabele-
cer uma expressa˜o apropriada para o ten-
sor energia-momento (E-M) do campo eletro-
magne´tico de forma que consigamos resulta-
dos finitos para as grandezas f´ısicas sem a ne-
cessidade de qualquer procedimento posterior
de subtrac¸a˜o (renormalizac¸a˜o) e trabalhando
todo o tempo no mesmo espac¸o de Fock. As-
sim, nosso ponto de partida e´ o procedimento
caˆnonico usual baseado na definic¸a˜o do pro-
duto normal, i.e., do produto de Wick. Este
programa foi realizado pela primeira vez para
a densidade energia considerando o campo es-
calar sob o v´ınculo de Dirichlet [1, 4–9].
Este trabalho [10] esta´ estruturado em cinco
sec¸o˜es. O efeito Casimir e´ discutido na sec¸a˜o
2, quando estabelecemos os v´ınculos sobre o
campo eletromagne´tico em todos os casos de
interesse. Na sec¸a˜o 3 introduzimos a proposta
de produto de operador de campo e desenvolve-
mos a ide´ia do tensor de stress f´ısico que tem
sua forma independente da realizac¸a˜o escolhida
(espac¸o de Fock). A sec¸a˜o 4 conte´m os de-
senvolvimentos para a pressa˜o de Casimir con-
siderando v´ınculos sobre dois planos. Na sec¸a˜o
5 colocamos algumas observac¸o˜es e as con-
cluso˜es, bem como uma comparac¸a˜o dos nossos
resultados com aqueles conhecidos na literatu-
ra. No apeˆndice A estabelecemos os ca´lculos
para a pressa˜o de Casimir as condic¸o˜es de fron-
teira sobre um u´nico plano, x3 = 0. O apeˆndice
B apresenta a reescrita das func¸o˜es singulares
Dcd, Dpd e Dmt, que ocorrem nas situac¸o˜es
de v´ınculos sobre dois planos, necessa´rias para
os ca´lculos em termos das func¸o˜es parciais de
Jordan-Pauli D+0 (x0,x).
II. SOBRE O EFEITO CASIMIR
O interesse pelo efeito Casimir tem crescido
desde a sua descoberta, e nas u´ltimas de´cadas
este modelo tem sido aplicado em contextos
bastante distintos daquele originalmente des-
coberto (por exemplo: gravitac¸a˜o, nanoestru-
turas, geometria na˜o-comutativa, entre outros).
De forma geral, as situac¸o˜es relacionadas em
Teoria Quaˆntica de Campos com condic¸o˜es de
fronteira, campos externos ou modificac¸o˜es na
geometria eou topologia do espac¸o-tempo tem
sido usualmente designadas por efeito Casimir
[11, 12]. Neste sentido, o modelo do efeito
Casimir tem sido empregado, por exemplo, na
elucidac¸a˜o do confinamento quark atrave´s do
chamado modelo sacola (Bag model, MIT ),
como tambe´m na teoria quaˆntica de campos em
espac¸os-tempos curvos [13–15], ou seja, em pre-
senc¸a de campos gravitacionais. Mais recente-
mente, o estudo do efeito Casimir tem tambe´m
inclu´ıdo a influeˆncia da temperatura (T 6= 0)
7
Franz A. Farias e A. Matos Neto Sitientibus Se´rie Cie^ncias Fı´sicas 05: 6-25 (2009)
bem como correc¸o˜es devidas a` rugosidade e a`
condutividade finita dos meios materiais [16].
Estamos interessados na pressa˜o de Casimir
do campo de radiac¸a˜o quantizado sob condic¸o˜es
de fronteira macrosco´picas. Para tanto, usa-
remos o tensor Tµν(x) constru´ıdo de maneira
que seja desnecessa´rio qualquer procedimento
posterior de renormalizac¸a˜o. A interac¸a˜o real,
bastante complexa, entre o campo de radiac¸a˜o
quantizado e as placas f´ısicas reais que o con-
finam sera´ modelada matematicamente por
condic¸o˜es de fronteira sobre planos. Assim,
uma placa uniforme e perfeitamente condu-
tora sera´ modelada, como usualmente [17],
pela condic¸a˜o de fronteira de Dirichlet en-
quanto que uma placa uniforme e completa-
mente permea´vel sera´ modelada pela condic¸a˜o
de fronteira de Neumann.
Consideramos os seguintes v´ınculos e as res-
pectivas notac¸o˜es:
• O campo de radiac¸a˜o confinado por um
plano perfeitamente condutor:
Vı´nculo Condutor Simples (CS)
µνρσn
ρF σν |x3=0 = 0, (3)
• o campo de radiac¸a˜o confinado por um
plano completamente permea´vel:
Vı´nculo Permea´vel Simples (PS)
µνρσn
ρF˜ σν
∣∣∣
x3=0
= 0, (4)
• o campo de radiac¸a˜o confinado por dois
planos perfeitamente condutores:
Vı´nculo Condutor Duplo (CD){
µνρσn
ρF σν |x3=0 = 0
µνρσn
ρF σν |x3=d = 0
, (5)
• o campo de radiac¸a˜o confinado por dois
planos completamente permea´veis:
Vı´nculo Permea´vel Duplo (PD) µνρσn
ρF˜ σν
∣∣∣
x3=0
= 0
µνρσn
ρF˜ σν
∣∣∣
x3=d
= 0
, (6)
• e o campo de radiac¸a˜o confinado por dois
planos, um perfeitamente condutores e o
outro completamente permea´vel:
Vı´nculo Misto (MT){
µνρσn
ρF σν |x3=0 = 0
µνρσn
ρF˜ σν
∣∣∣
x3=d
= 0
, (7)
onde µνρσ e´ o tensor de Levi-Civita completa-
mente anti-sime´trico e
nρ =

0
0
0
1

e´ um vetor normal unita´rio aos planos, F σν e´
o tensor de campo eletromagne´tico e F˜ σν =
1
2
σναβFαβ seu tensor dual. A dinaˆmica para
o campo eletromagne´tico e´ descrita pela La-
grangiana
L = −1
4
FστF
στ − λ
2
(∂µA
µ)2 , (8)
com λ sendo o termo fixador do calibre, de
acordo com o procedimento usual de quan-
tizac¸a˜o em teoria de campo e[
Aµ (r, t) , ∂tAν
(
r′, t
)]
= −i
(
gµν +
1
4∂µ ⊗ ∂ν
)
δ(3)
(
r− r′) , (9)
com ⊗ indicando o produto tensorial entre os
vetores. Lembramos que o tensor me´trico gµν
tem assinatura −2. Escolheremos λ = 1, i.e.,
o calibre de Feynman que da´ como equac¸a˜o
dinaˆmica
A (x) = 0. (10)
Levamos em conta aqui o procedimento de
Gupta-Bleuler para a me´trica indefinida [18]
que permite estabelecer o me´todo canoˆnico
usual onde a expansa˜o de Aµ(x), ou seja,
Aµ(x) =
∑
i=1,2
ε(i)µ f(i) (x) . (11)
Uma escolha apropriada para os vetores de
polarizac¸a˜o ε
(i)
µ torna-se necessa´ria de forma
a satisfazer cada uma das condic¸o˜es de fron-
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teira acima consideradas. As equac¸o˜es (3-7)
mostram que as condic¸o˜es de fronteira atuam
no espac¸o ortogonal aos vetores nρ e ∂σ sobre
a(s) superf´ıcie(s) x3 = 0 (x3 = d). Uma vez que
a covariaˆncia com respeito ao eixo x3 e´ que-
brada quando consideramos fronteiras (i.e., a
invariaˆncia de Lorentz e´ quebrada quando in-
cluimos os planos), a investigac¸a˜o da influeˆncia
das fronteiras sobre o campo de radiac¸a˜o e´ sim-
plificada com a escolha a seguir
ε(0) = ηρ , ε
(1) =
1√4⊥43

0
−∂2∂3
∂1∂3
0
 ,
ε(2) =
1√4⊥4

0
∂1∂3
∂2∂3
−4⊥
 , ε(3) = 1√4

0
∂1
∂2
∂3
 ,
(12)
onde
4⊥ .= ∂21 + ∂22 , (13)
4 .= 4⊥ +43 .= ∂21 + ∂22 + ∂23 . (14)
Os vetores de polarizac¸a˜o satisfazem as
seguintes propriedades
3∑
p,q=1
g¯pq ε
(p)
µ ⊗ ε(q)ν = g¯µν , (15)
2∑
p,q=1
g¯pq ε
(p)
µ ⊗ ε(q)ν = g¯µν +
1
4 ∂¯µ ⊗ ∂¯ν , (16)
onde o tensor g¯µν tem assinatura −3
g¯µν =

0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
 , (17)
e ∂¯µ
.
= (0, ∂1, ∂2, ∂3). Vale tambe´m que
ε(p) ⊗ ε(q) = δ(pq). (18)
A simplificac¸a˜o mencionada com a escolha dos
vetores de polarizac¸a˜o em (12) refere-se ao es-
tabelecimento de certas relac¸o˜es que tornam-se
va´lidas para todos os casos tratados aqui, mas
isto nem sempre sera´ pss´ıvel com outras esco-
lhas, como veremos nas pro´ximas sec¸o˜es.
III. O TENSOR ENERGIA-MOMENTO
FI´SICO
O tensor de energia-momento (E-M) do
campo eletromagne´tico e´ dado por [13, 18–20]
Tµν =
1
4
gµνFστF
στ − F ρ µFρν , (19)
onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Para trabalhar-
mos de uma forma matematicamente consis-
tente, empregaremos como um primeiro passo
a te´cnica de separac¸a˜o de pontos [1], [3, 4, 11,
13, 14, 18] que permite definir Tµν como
Tµν(x) = lim
x′→x
[
1
4
gµνFστ (x)F
στ (x′)
−F ρ µ(x)Fρν(x′)
]
. (20)
Desde que Aσ(x) e´ uma func¸a˜o do ponto, cada
termo do lado direito da Eq. (20) leˆ-se
1
4
gµνFστ (x)F
στ (x′)
= Λρλστµν
(
∂xρ∂
x′
λ
) (
Aσ(x)Aτ (x
′)
)
(21)
com
Λρλστµν =
1
2
gµν
(
gρλgστ − gρτgσλ
)
, (22)
F ρµ(x)Fρν(x
′) = Ωρλστµν
(
∂xρ∂
x′
λ
) (
Aσ(x)Aτ (x
′)
)
(23)
e
Ωρλστµν = −gµα
(
gασgλρ − gαρgλσ
)
δτν
−gµα (gαρgτσ − gασgτρ) δλν . (24)
Substituindo (21) e (23) na Eq. (20) obtemos
Tµν(x) = lim
x′→x
[
Gρλστµν
] (
∂xρ∂
x′
λ
) (
Aσ(x)Aτ (x
′)
)
,
(25)
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onde Gρλστµν tem a forma
Gρλστµν = Λ
ρλστ
µν + Ω
ρλστ
µν . (26)
Um tensor energia-momento matematica-
mente consistente segue quando tomamos o
produto de Wick (procedimento que e´ equiva-
lente a retirada do infinito)
TMATµν (x) = lim
x′→x
[
Gρλστµν
] (
∂xρ∂
x′
λ
)
×
× (: Aσ(x)Aτ (x′) :) . (27)
Vamos considerar as situac¸o˜es em que os opera-
dores de campo podem sempre ser covariante-
mente escritos como uma soma de duas partes,
uma de frequ¨eˆncia positiva, a outra, negativa
Aσ(x) = A
+
σ (x) +A
−
σ (x). (28)
Isto permite-nos reescrever o produto normal
: Aσ(x)Aτ (x
′) : = Aσ(x)Aτ (x′)
− [A+σ (x), A−τ (x′)] , (29)
portanto TMATµν (x) leˆ-se
TMATµν (x) = lim
x′→x
[
Gρλστµν
] (
∂xρ∂
x′
λ
)
×
× (Aσ(x)Aτ (x′)− [A+σ (x), A−τ (x′)]) .
(30)
Partindo da expressa˜o (30), nosso passo
seguinte e´ estabelecer o tensor f´ısico TFISµν (x)
que e´ independente da representac¸a˜o particu-
lar empregada, e isto e´ alcanc¸ado explicitando
o resultado para o comutador em (29) na repre-
sentac¸a˜o associada com o campo livre estendido
a todo o espac¸o. Neste caso, Aµ(x) e´
Aµ(x) =
2∑
p=1
ε(p)µ
∫
d3k√
2k0 (2pi)
3
×
×
[
a(p) (k) exp (−ikx) + a†(p) (k) exp (ikx)
]
,
(31)
assumindo os vetores de polarizac¸a˜o dados con-
forme a Eq. (12). Observando que[
a(p) (k) , a
†
(q)
(
k′
)]
= −gpq δ(3)
(
k− k′) , (32)
conseguimos para o segundo comutador no
membro direito de (29),[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,k=1
gjk ε
(j)
σ ⊗ ε′(k)τ D+0 (x− x′), (33)
onde D+0 (x−x′) e´ a parcela de frequeˆncia posi-
tiva da func¸a˜o de Jordan-Pauli D0(x− x′) [1],
D+0 (x− x′) = i
∫
d3k
(2pi)32k0
exp
[−ik (x− x′)] .
(34)
Agora, e´ necessa´rio conhecermos a atuac¸a˜o dos
vetores ε
′(k)
τ (diferem dos ε
(j)
σ pois sa˜o derivadas
em x′) em (33) sobre a func¸a˜o D+0 (x − x′), e
como essa atuac¸a˜o pode ser reescrita em ter-
mos da atuac¸a˜o dos vetores ε
(k)
τ sobre a mesma
func¸a˜o. Em outras palavras, desejamos substi-
tuir a ac¸a˜o dos vetores ε
′(k)
τ pelos ε
(k)
τ . Para
tanto, observamos que
ε′(1)τ exp
(
ikx′
) ⇔ ε(1)τ exp (−ikx)
ε′(2)τ exp
(
ikx′
) ⇔ ε(2)τ exp (−ikx). (35)
Substituindo (33) e (35) na Eq. (30) obtemos
a expressa˜o final para o tensor TFISµν
TFISµν (x) = lim
x′→x
[
Gρλστµν
] (
∂xρ∂
x′
λ
)[
Aσ(x)Aτ (x
′)
− i
(
g¯στ +
1
4 ∂¯σ ⊗ ∂¯τ
)
D+0 (x− x′)
]
. (36)
Este tensor tem a forma fisicamente re-
querida e exibe a invariaˆncia de Poincare´ para
o estado fundamental na auseˆncia de fronteiras
e/ou v´ınculos, ou seja,〈
TFISµν (x)
〉
sv
≡ 〈0sv|TFISµν (x) |0〉sv = 0, (37)
com |0sv〉 sendo o estado fundamental do sis-
tema campo estendido.
Na pro´xima sec¸a˜o determinamos a pressa˜o
de Casimir na presenc¸a de v´ınculos (Dirichlet
e/ou Neumann) sobre duas fronteiras planas,
paralelas e infinitas, aplicando a Eq. (36).
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IV. O EFEITO CASIMIR NA
VARIEDADE DE BASE PLANA
Iniciamos a modelagem da interac¸a˜o real en-
tre o campo de radiac¸a˜o quantizado e as pla-
cas meta´licas grossas (conforme apeˆndice A),
que do ponto de vista quaˆntico e´, sem du´vida,
nada trivial, atrave´s do modelo de planos sob
a condic¸a˜o de Dirichlet. Esta modelagem con-
sidera, assim, o campo de radiac¸a˜o confinado
por dois planos, perfeitamente condutores, pa-
ralelos, infinitos, um em x3 = 0 e o outro em
x3 = d, com d sendo um nu´mero real posi-
tivo. Em particular, veremos que a condic¸a˜o
de Dirichlet sobre os dois planos leva a uma
forc¸a atrativa entre os planos que e´ macrosco-
picamente mensura´vel e que ja´ foi objeto de
medida experimental ja´ em 1958 [21] e, mais
tarde na de´cada de 90, medida com bastante
precisa˜o por Lamoreaux e Mohideen [22–24]; e´
o efeito Casimir original.
A. O Vı´nculo Condutor Duplo (CD)
A soluc¸a˜o em todo o espac¸o para Aµ(x) e´
uma func¸a˜o por partes, definida em dada sub-
regia˜o, e que respeita o v´ınculo correspondente.
As soluc¸o˜es para Aµ(x) nos semi-espac¸os infini-
tos foram estabelecidas no apeˆndice A. Por isto,
focaremos a atenc¸a˜o na determinac¸a˜o do ope-
rador de campo e, por consequeˆncia, no valor
esperado de va´cuo de TFIS33 (x), para a regia˜o
entre os planos.
As condic¸o˜es de fronteira em (5) sa˜o aquelas
da sec¸a˜o 1 do Apeˆndice A em x3 = 0 como
tambe´m em x3 = d, logo as func¸o˜es f
cd
(j) (x)
devem satisfazer
∂3f
cd
(j) (x)
∣∣∣x3=0
x3=d
= 0 (j = 1, 2) . (38)
A soluc¸a˜o para o operador de campo, Aµ(x),
em todo o espac¸o e´
a) para x3 ≤ 0,
A soluc¸a˜o e´ dada pela Eq. (A10);
b) para 0 ≤ x3 ≤ d,
Aµ(x) =
∑
p=1,2
∞∑
n=1
ε(p)µ
∫
d2k⊥
(2pi)
√
2k0
√
2
d
cos
[npix3
d
] [
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)(k⊥, n) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)(k⊥, n)
]
,
(39)
c) para x3 ≥ d,
Aµ(x) =
∑
p=1,2
ε(p)µ
∫
d3k
(2pi)3/2
√
k0
cos [k3 (x3 − d)]
[
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)(k) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)(k)
]
. (40)
Na Eq. (39) o ı´ndice n e´ um nu´mero inteiro.
A fim de satisfazer a Eq. (9), os operadores de
criac¸a˜o, a, e de aniquilac¸a˜o, a†, devem verificar
as seguintes relac¸o˜es:
a) para as regio˜es x3 ≤ 0 and x3 ≥ d vale
as relac¸o˜es dadas em (A11),
b) para a regia˜o 0 ≤ x3 ≤ d,[
a(p)(k⊥, n), a
†
(q)(k
′
⊥,m)
]
= −gpqδnmδ(2)
(
k⊥ − k′⊥
)
,
(41)[
ap(k⊥, n), aq(k′⊥,m)
]
= 0,[
a†p(k⊥, n), a
†
q(k
′
⊥,m)
]
= 0. (42)
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Podemos escrever o produto Aσ(x)Aτ (x
′) em
func¸a˜o do produto normal relativo a` repre-
sentac¸a˜o associada de Aσ(x) mais um comu-
tador das parcelas de frequeˆncias positiva e ne-
gativa do referido operador em analogia ao que
se faz no produto de Wick,
Aσ(x)Aτ (x
′) =  Aσ(x)Aτ (x′) 
+
[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
, (43)
com a notac¸a˜o  Aσ(x)Aτ (x′)  representando
o ordenamento normal de operadores relativo
ao estado de va´cuo do espac¸o de Fock sob o
v´ınculo em questa˜o, i.e., o espac¸o de estados
para o sistema confinado sob o v´ınculo (5).
Portanto, calculando o comutador obtemos[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ Dcd
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
.
(44)
A func¸a˜o Dcd tem a seguinte forma
Dcd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
∞∑
n=1
∫
d2k⊥
(2pi)2 k0d
cos
[npix3
d
]
cos
[
npix′3
d
]
×
× exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′)) . (45)
A pro´xima etapa no desenvolvimento e´ a es-
crita da func¸a˜o Dcd em termos das func¸o˜es D
+
0
(uma analogia ao me´todo de imagens da ele-
trosta´tica, com as mu´ltiplas contribuic¸o˜es por
reflexa˜o). Conseguimos este objetivo usando a
fo´rmula da soma de Poisson [10]
Dcd
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
=
∞∑
l=−∞
[
D+0
(
x− x′2ld
)
+D+0
(
x− x′′2ld
)]
,
(46)
que retoma a dependeˆncia exponencial nas
varia´veis x3 e x
′
3; os detalhes encontram-se no
Apeˆndice B. Os pontos x′2ld e x
′′
2ld significam
x′2ld = (x
′
0, x
′
1, x
′
2, x
′
3 − 2ld), (47)
x′′2ld = (x
′
0, x
′
1, x
′
2,−x′3 − 2ld). (48)
Com a reescrita de Dcd pela Eq. (46),
e substitu´ıda em (44), levamos o resultado
em (43) para a expressa˜o do tensor energia-
momento f´ısico, Eq. (36), da qual extra´ımos o
componente 33 como segue,
TFIS33 (x) = lim
x′→x
[
3∑
i=1
Γστi
] [
 Aσ(x)Aτ (x′) 
+ P (cd)στ +Q
(cd)
στ
]
, (49)
com P
(cd)
στ e Q
(cd)
στ dados por
P (cd)στ = i
(
g¯στ +
1
4 ∂¯σ ⊗ ∂¯τ
) ∞∑
−∞
(l 6=0)
D+0
(
x− x′2ld
)
,
(50)
Q(cd)στ = i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ
∞∑
l=−∞
D+0
(
x− x′′2ld
)
.
(51)
O termo l = 0, ausente em (50), foi cance-
lado pela contribuic¸a˜o oposta que compo˜e a
definic¸a˜o do tensor energia-momento, TFISµν , em
(36), em particular seu componente TFIS33 .
Observamos agora o desenvolvimento reali-
zado no Apeˆndice A, apo´s a Eq. (A19) ate´ a
Eq. (A22), que fornece neste caso,
i
[
3∑
i=1
Γστi
] 2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ

= i
[(
∂˜σx
′
∂˜xσ
)
+
(
∂x
′
3 ∂
x
3
)]
, (52)
enquanto que vale aqui tambe´m a Eq. (A23)[(
∂˜σx
′
∂˜xσ
)
+
(
∂x
′
3 ∂
x
3
)]
D+0
(
x− x′′2ld
)
= 0. (53)
Logo, a contribuic¸a˜o em (51), em raza˜o da Eq.
(53), e´ integralmente nula. Resta, enta˜o, a con-
tribuic¸a˜o (50) que pode ser trabalhada tendo
em conta a relac¸a˜o[
3∑
i=1
Γστi
](
g¯στ +
1
4 ∂¯σ ⊗ ∂¯τ
)
= −
(
∂x3∂
x′
3
)
− 14 (∂
x
3∂
x
3 )
(
∂x0∂
x′
0
)
. (54)
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Tendo em conta as equac¸o˜es (53) e (54), o
valor esperado de va´cuo, associado ao v´ınculo
condutor duplo, do componente do tensor
energia-momento em (49), TFIS33 (x), da´
〈TFIS33 (x)〉cd = − lim
x′→x
∞∑
−∞
(l 6=0)
[
1
4 (∂
x
3∂
x
3 )
(
∂x0∂
x′
0
)
+
(
∂x3∂
x′
3
)]
D+0
(
x− x′2ld
)
. (55)
O ca´lculo da expressa˜o acima e´ facilitado se
observamos o fato a seguir
− 14 (∂
x
3∂
x
3 )
(
∂x0∂
x′
0
)
D+0
(
x− x′2ld
)
= −
(
∂x3∂
x′
3
)
D+0
(
x− x′2ld
)
, (56)
e sendo assim, a Eq. (55) torna-se
〈TFIS33 (x)〉cd
= −2 lim
x′→x
∞∑
−∞
(l 6=0)
(
∂x3∂
x′
3
)
D+0
(
x− x′2ld
)
. (57)
Para avanc¸armos, vamos considerar
uma forma mais apropriada para a func¸a˜o
D+0 (x− x′2ld) que e´ a sua representac¸a˜o no
espac¸o de coordenadas [1],
D+0 (x0,x) = −
i
4pi2
[
(x0 − iη)2 − x2
]−1
, (58)
onde x = (x1, x2, x3) e´ o vetor posic¸a˜o. Reali-
zando as derivac¸o˜es em (57)
−
(
∂x3∂
x′
3
)
D+0
(
x− x′2ld
)
=
1
2pi2
[(
x0 − x′0 − i0
)2 − (x− x′2ld)2]−2
+
2
pi2
(x3 − x′3 + 2ld)2[
(x0 − x′0 − i0)2 −
(
x− x′2ld
)2]3 . (59)
e, em seguida, readequando o somato´rio e efe-
tuando o limite x′ −→ x conseguimos
〈TFIS33 (x)〉cd = −
3
8pi2
(
1
d4
) ∞∑
l=1
l−4 . (60)
A se´rie infinita em (60) e´ a func¸a˜o zeta de Rie-
mann ζ (z = 3), cujo valor e´ pi4/90 conforme
[25]. O resultado final para a Eq. (60) e´ enta˜o
〈TFIS33 (x)〉cd = −
pi2
240
~c
d4
. (61)
Analisamos agora a pressa˜o de Casimir, que
e´ a pressa˜o resultante, sobre cada um dos
planos, em x3 = 0 e x3 = d, de acordo as
definic¸o˜es estabelecidas em (A1) e (A29), mas
com o ponto de vista da regia˜o interior, ou seja,
para o plano x3 = 0,
p(x˜, 0) = lim
δ→0
[
〈TFIS33 (x˜, x3 = 0 + δ)〉
− 〈TFIS33 (x˜, x3 = 0− δ)〉
]
= − pi
2
240
~c
d4
, (62)
enquanto que, para o plano em x3 = d temos,
p(x˜, d) = lim
δ→0
[
〈TFIS33 (x˜, x3 = d− δ)〉
− 〈TFIS33 (x˜, x3 = d+ δ)〉
]
= − pi
2
240
~c
d4
. (63)
Obtemos um fluxo de densidade de mo-
mento negativo, ou seja, a pressa˜o e´ menor
na regia˜o interior aos planos que na exterior,
enta˜o existe uma forc¸a atrativa ente os mesmos.
Este resultado esta´ em concordaˆncia com aque-
les conhecidos na literatura [3, 4, 11, 13, 14, 18].
B. O Vı´nculo Permea´vel Duplo (PD)
A condic¸a˜o de Neumann sobre dois planos
infinitamente permea´veis (magneticamente)
modelam duas placas grossas correspondentes.
Nosso objetivo e´ determinar a pressa˜o de
Casimir neste confinamento com os planos se-
parados por um distaˆncia d, em analogia a`
sec¸a˜o anterior. As condic¸o˜es de fronteira em
(6) conduzem aos resultados em (A30) e (A31),
valendo tambe´m para x3 = d,
fpd(j) (x)
∣∣∣x3=0
x3=d
= 0, para (j = 1, 2) , (64)
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onde o ı´ndice pd significa permea´vel duplo.
A expressa˜o para o operador de campo
Aµ(x), em todo o espac¸o, para as condic¸o˜es de
fronteira em (64) e´
a) para x3 ≤ 0,
A soluc¸a˜o e´ dada pela Eq. (A32);
b) para 0 ≤ x3 ≤ d,
Aµ(x) =
∑
p=1,2
∞∑
n=1
ε(p)µ
∫
d2k⊥
(2pi)
√
2k0
√
2
d
sen
[npix3
d
] [
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)(k⊥, n) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)(k⊥, n)
]
,
(65)
c) e para x3 ≥ d,
Aµ(x) =
∑
p=1,2
ε(p)µ
∫
d3k
(2pi)3/2
√
k0
sen [k3 (x3 − d)]
[
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)(k) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)(k)
]
, (66)
observando as relac¸o˜es de comutac¸o˜es em
(A11), (41) e (42).
Focamos a atenc¸a˜o na regia˜o entre os
planos, pois as contribuic¸o˜es a` pressa˜o de
Casimir advindas das regio˜es x3 ≤ 0 e x3 ≥ d
esta˜o determinadas no Apeˆndice B. O procedi-
mento aqui e´ ana´logo ao da sec¸a˜o anterior e o
primeiro passo e´ a escrita do produto normal
de operadores ‡ ‡, tendo em conta o espac¸o de
Fock relativo ao v´ınculo em questa˜o. Com isto,
Aσ(x)Aτ (x
′) = ‡ Aσ(x)Aτ (x′) ‡
+
[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
. (67)
O comutador em (67) e´[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ Dpd
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
,
(68)
com a func¸a˜o Dpd em (68) sendo
Dpd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
∞∑
n=0
∫
d2k⊥
(2pi)2 k0d
sen
[npix3
d
]
sen
[
npix′3
d
]
×
× exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′)) . (69)
Precisamos agora reescrever (69) em termos
das func¸o˜es parciais de Jordan-Pauli D+0 (x −
x′). E, como ja´ vimos, a reescrita desejada re-
sulta da aplicac¸a˜o da fo´rmula de Poisson na
Eq. (69), e este desenvolvimento encontra-se
no Apeˆndice B. Logo,
Dpd
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
=
∞∑
l=−∞
[
D+0
(
x− x′2ld
)−D+0 (x− x′′2ld)] ,
(70)
onde os pontos x′2ld e x
′′
2ld sa˜o aqueles em (47) e
(48). Substituindo (68) em (67) e, em seguida,
levando esta para a Eq. (36), obtemos para o
componente 33 do tensor energia-momento,
TFIS33 (x) = lim
x′→x
[
3∑
i=1
Γστi
] [‡Aσ(x)Aτ (x′)‡
+ P (pd)στ +Q
(pd)
στ
]
, (71)
onde P
(pd)
στ e Q
(pd)
στ sa˜o
P (pd)στ = i
(
g¯στ +
1
4 ∂¯σ ⊗ ∂¯τ
) ∞∑
−∞
(l 6=0)
D+0
(
x− x′2ld
)
,
(72)
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Q(pd)στ = −i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ
∞∑
l=−∞
D+0
(
x− x′′2ld
)
.
(73)
Notamos que fora o sinal negativo da con-
tribuic¸a˜o (73) que e´ o que a difere da expressa˜o
ana´loga em (51), por sua vez a contribuic¸a˜o
em (72) e´ exatamente a mesma que em (50).
Disso decorre que os resultados a partir daqui
sa˜o precisamente os mesmos que os da sec¸a˜o an-
terior, ou seja, temos uma contribuic¸a˜o nula de
(73), que e´ resultante da validac¸a˜o da relac¸a˜o
de dispersa˜o de energia k20 − k2 = 0 sobre a
func¸a˜o D+0 (x− x′′2ld), enquanto que para a con-
tribuic¸a˜o (72) temos (57) e, consequentemente,
o rsultado final em (61).
Portanto, quando passamos ao v´ınculo
permea´vel duplo, o que modela o confinamento
do campo de radiac¸a˜o quantizado por duas pla-
cas magneticamente permea´veis, notamos que
na˜o ha´ alterac¸a˜o na magnitude nem no sinal da
pressa˜o de Casimir, ou seja, a forc¸a de Casimir
mante´m seu cara´ter atrativo.
Assim, para o presente v´ınculo as equac¸o˜es
(61), (62) e (63) sa˜o mantidas. Veremos a
seguir, que no caso do v´ınculo misto, a forc¸a
de Casimir muda seu cara´ter e torna-se repul-
siva.
C. O Vı´nculo Misto (MT)
A situac¸a˜o que pretendemos modelar agora
e´ o confinamento do campo de radiac¸a˜o quan-
tizado por duas placas grossas (no sentido da
discussa˜o colocada na sec¸a˜o 1 do Apeˆndice A),
uma placa condutora e outra magneticamente
permea´vel. A modelagem matema´tica desse
sistema e´ realizada com as condic¸o˜es de con-
torno mistas, i.e., pela condic¸a˜o de Dirichlet so-
bre o plano perfeitamente condutor em x3 = 0,
e pela condic¸a˜o de Neumann sobre o plano in-
finitamente permea´vel em x3 = d. Com isto,
resulta a validac¸a˜o das equac¸o˜es em (A7) para
o plano em x3 = 0, enquanto que para o plano
em x3 = d, temos a validac¸a˜o das equac¸o˜es em
(A30), ou seja,
∂3f
mt
(j) (x)
∣∣
x3=0
= 0, para (j = 1, 2) , (74)
e
fmt(j) (x)
∣∣
x3=d
= 0, para (j = 1, 2) . (75)
As func¸o˜es fmt(j) expandem, portanto, Aµ(x)
na regia˜o entre os planos. A realizac¸a˜o de
Aµ(x), por [10], nesta regia˜o 0 ≤ x3 ≤ d e´
Aµ(x) =
∑
p=1,2
∞∑
n=0
ε(p)µ
∫
d2k⊥
(2pi)
√
k0d
cos
[(
n+
1
2
)
pix3
d
] [
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)(k⊥, n) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)(k⊥, n)
]
,
(76)
onde n ≥ 0 e´ um nu´mero inteiro. Para a regia˜o
x3 ≤ 0,
Aµ(x) e´ dado pela Eq. (A10),
enquanto que para x3 ≥ d,
Aµ(x) e´ dado pela Eq. (66).
Os operadores a(p)(k⊥, n) e a
†
(p)(k⊥, n) satis-
fazem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o em (41) e (42).
As relac¸o˜es de comutac¸a˜o para os operadores
correspondentes a`s regio˜es x3 ≤ 0 e x3 ≥ d
encontram-se determinadas na Eq. (A11).
Do procedimento estabelecido na sec¸a˜o A e
com a expressa˜o para Aµ(x) em (76), reescreve-
mos o produto Aσ(x)Aτ (x
′) em func¸a˜o do pro-
duto normal de operadores relativo ao espac¸o
de Fock em questa˜o, ? ?,
Aσ(x)Aτ (x
′) = ? Aσ(x)Aτ (x′) ?
+
[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
, (77)
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onde a notac¸a˜o ? ? representa o produto nor-
mal relativo a` nova representac¸a˜o. Calculando
o comutador em (77) para a regia˜o 0 ≤ x3 ≤ d,
onde Aµ(x) e´ dado por (76), obtemos[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ Dmt
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
,
(78)
com a func¸a˜o Dmt sendo dada por [10],
Dmt
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
= i
∑
n=0
∫
d2k⊥
(2pi)2 k0d
cos
[(
n+
1
2
)
pix3
d
]
×
× cos
[(
n+
1
2
)
pix′3
d
]
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′)) .
(79)
Um desenvolvimento ana´logo aos da
subsec¸o˜es A e B, como a reescrita de Dmt em
termos de D+0 (x− x′) e da fo´rmula de Poisson
(Apeˆndice B) resulta,
Dmt
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
=
∞∑
l=−∞
(−1)l [D+0 (x− x′2ld)+D+0 (x− x′′2ld)] .
(80)
Substituindo (80) em (78) e (77) em (36),
TFIS33 (x) = lim
x′→x
[
3∑
i=1
Γστi
] [
? Aσ(x)Aτ (x
′) ?
+P (mt)στ +Q
(mt)
στ
]
, (81)
com os termos P
(mt)
στ e Q
(mt)
στ sendo
P (mt)στ = i
(
g¯στ +
∂¯σ∂¯τ
4
) ∞∑
−∞
(l 6=0)
(−1)lD+0
(
x− x′2ld
)
,
(82)
Q(mt)στ = i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ
∞∑
−∞
(−1)lD+0
(
x− x′′2d
)
.
(83)
O termo l = 0 que na˜o aparece em (82) foi
simplificado pelo oposto correspondente na ex-
pressa˜o do componente 33 do tensor energia-
momento, TFIS33 (x), que segue de (36). Por
outro lado, temos a manutenc¸a˜o das equac¸o˜es
(A23), que mostra uma contribuic¸a˜o nula ad-
vinda de (83), e (57), que simplifica o resultado
do produto entre os Γστi e o termo P
(mt)
στ . Dessa
forma, tomando o valor esperado de va´cuo, re-
lativo ao v´ınculo misto, i.e., |0mt〉 conseguimos,
〈TFIS33 (x)〉mt
= −2 lim
x′→x
∞∑
−∞
(l 6=0)
(
∂x3∂
x′
3
)
(−1)lD+0
(
x− x′2ld
)
. (84)
O ca´lculo das derivadas em (84) segue de perto
aquele realizado entre as equac¸o˜es (58) e (60),
que neste caso da´〈
TFIS33 (x)
〉
mt
≡
〈
0mt
∣∣∣TFIS33 (x)∣∣∣ 0mt〉
=
3
8pi2d4
∞∑
l=1
(−1)l+1 1
l4
. (85)
A soma infinita acima e´ a func¸a˜o zeta de Rie-
mann ζ(4) cujo valor e´ [25]
∞∑
l=1
(−1)l+1 1
l4
=
(
7
8
)
ζ(4) =
7pi4
4!
|B4| , (86)
onde B4 e´ o nu´mero de Bernoulli de ı´ndice 4.
Recuperando as unidades naturais e substitu-
indo (86) em (85), obtemos〈
TFIS33 (x)
〉
mt
=
(
7
8
)
pi2
240
~c
d4
. (87)
A pressa˜o de Casimir em cada um dos
planos, de acordo as definic¸o˜es estabelecidas em
(A1) e (A29), e com o ponto de vista da regia˜o
interior, e´ para o plano x3 = 0,
p(x˜, 0) = lim
δ→0
[
〈TFIS33 (x˜, x3 = 0 + δ)〉
− 〈TFIS33 (x˜, x3 = 0− δ)〉
]
=
(
7
8
)
pi2
240
~c
d4
, (88)
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enquanto que, para o plano em x3 = d temos,
p(x˜, d) = lim
δ→0
[
〈TFIS33 (x˜, x3 = d− δ)〉
− 〈TFIS33 (x˜, x3 = d+ δ)〉
]
=
(
7
8
)
pi2
240
~c
d4
. (89)
O aspecto interessante e que distingue este dos
casos ate´ agora tratados e´ o sinal positivo que
surge da contribuic¸a˜o para a pressa˜o entre os
planos, ou seja, a forc¸a tem agora um cara´ter
repulsivo. Ademais, a magnitude da pressa˜o
corresponde a uma frac¸a˜o, precisamente 7/8,
do seu valor absoluto dado por (61). Mais
uma vez, destacamos a concordaˆncia do resul-
tado encontrado aqui com aqueles obtidos por
outros autores utilizando diferentes me´todos de
ca´lculo [3, 4, 11, 13, 14, 18].
O cara´ter repulsivo da forc¸a de Casimir
para a configurac¸a˜o de planos mistos remete
ao resultado tambe´m conhecido na literatura
para a variedade de base esfe´rica (a geometria
esfe´rica), que exibe tambe´m uma forc¸a repul-
siva [16, 33] e frustou uma ide´ia de H.B.G.
Casimir em justificar a estabilidade do ele´tron,
enquanto part´ıcula carregada, a partir do efeito
que leva hoje seu nome.
V. ALGUMAS CONSIDERAC¸O˜ES
Este trabalho tem destacado que diferen-
tes condic¸o˜es de fronteira implicam diferentes
espac¸os de Fock associados ao campo e que,
mais ainda, estes espac¸os, em particular, seus
estados de va´cuo quaˆnticos respectivos, na˜o sa˜o
unitariamente equivalentes, portanto, a medida
de um dado observa´vel f´ısico pode conduzir
a resultados muito diferentes para diferentes
condic¸o˜es de contorno [3, 26, 27]. Este reco-
nhecimento pode ser melhor compreendido se
observarmos que as condic¸o˜es de fronteira esta-
belecem um comportamento semelhante a`quele
devido aos campos externos, ou seja, no sentido
que as condic¸o˜es de fronteira quebram sime-
trias e causam efeitos observa´veis devido a`s flu-
tuac¸o˜es quaˆnticas [14].
Sendo assim, devemos observar no ca´lculo
do observa´vel f´ısico a refereˆncia a um u´nico
espac¸o de estados (de Fock). Com isto
apontamos para a necessidade de estabele-
cermos, como ponto de partida, uma ex-
pressa˜o matematicamente consistente para o
observa´vel f´ısico, que seja va´lida independen-
temente da condic¸a˜o de fronteira considerada
(36) (ou ainda, dizemos das diferentes reali-
zac¸o˜es para o campo eletromagne´tico). As-
sim, com a refereˆncia a um u´nico espac¸o de
estados, mostramos que o procedimento usual
de renormalizac¸a˜o (a subtrac¸a˜o, ao final, dos
valores esperados do observa´vel f´ısico toma-
dos em diferentes estados de va´cuo) torna-se
desnecessa´rio, o observa´vel f´ısico produz, ao fi-
nal, um resultado finito.
A aplicac¸a˜o do tensor energia-momento
f´ısico em (36) revelou uma adequada regu-
larizac¸a˜o da expressa˜o do observa´vel f´ısico,
mas embora o me´todo apresentado tenha sido
bem sucedido na determinac¸a˜o da pressa˜o de
Casimir nas situac¸o˜es dos v´ınculos conside-
rados, cabe atentarmos para alguns pontos.
Primeiro, na˜o realizamos o procedimento usual
de renormalizac¸a˜o no ca´lculo do observa´vel,
pois como mencionamos acima o resultado final
foi finito em todos os casos, mas ocorre natural-
mente uma normalizac¸a˜o e que esta´ constru´ıda
de modo matematicamente consistente na ex-
pressa˜o do observa´vel f´ısico, em particular para
o tensor energia-momento em (36).
Segundo, a escolha dos vetores de polariza-
c¸a˜o em (12) na˜o foi arbitra´ria. Mesmo consi-
derando a condic¸a˜o de transversalidade, existe
ainda certa liberdade na escolha dos vetores e,
infelizmente, algumas delas na˜o permitem uma
simplificac¸a˜o tal qual o procedimento estabele-
cido na sec¸a˜o 1 do Apeˆndice A e na subsec¸a˜o
A da sec¸a˜o IV. Isto significa que a escolha dos
vetores e´ governada pelo produto em (33) caso
a caso de v´ınculo e, assim, nem sempre sera´
poss´ıvel garantir, para qualquer conjunto de
vetores de polarizac¸a˜o na forma (12), a sim-
plificac¸a˜o ocorrida em (53).
Terceiro, como mencionamos antes, efe-
tuamos uma modelagem simplificada para a
interac¸a˜o bastante complexa entre o campo
de radiac¸a˜o quantizado e as placas f´ısicas,
particularmente quando falamos das condu-
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toras, onde modelamos essas placas f´ısicas por
planos matema´ticos sobre os quais e´ definida
a condic¸a˜o de fronteira de Dirichlet. A mode-
lagem que realizamos considera as placas como
grossas [19], i.e., admitimos que os modos do
campo de radiac¸a˜o que se propagam paralela-
mente a`s placas na˜o penetram o condutor, caso
contra´rio, com as placas sendo finas dever´ıamos
considerar o fato de que aqueles modos atraves-
sam a placa. Como procedemos, cada lado da
placa foi tratado de maneira independente.
Nosso resultado para a condic¸a˜o de Dirich-
let sobre os planos x3 = 0 e x3 = d reproduz
aqueles obtidos por Brown e Maclay [32], Bor-
dag, Robaschik e Wieczorek [19], e G. Scharf
e W. F. Wreszinski [1]. Os resultados para
as situac¸o˜es permea´vel e mista esta˜o em con-
cordaˆncia com aqueles determinados por T.
Boyer pelo me´todo de soma de modos [33].
Estas comparac¸o˜es demonstram que o me´todo
utilizado aqui e´ confia´vel, mas na˜o temos ide´ia
a respeito da sua aplicabilidade em outras va-
riedades de base, a exemplo do cilindro e da
esfera. O fato que os vetores de polarizac¸a˜o
na representac¸a˜o de coordenadas nestas varie-
dades de base dependam das coordenadas es-
paciais pode constituir em um elemento de
maior complexidade na execuc¸a˜o dos ca´lculos
necessa´rios.
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APEˆNDICE A: O EFEITO CASIMIR
SOBRE UM U´NICO PLANO
O efeito Casimir sobre um u´nico plano na˜o
sera´ tratado como caso limite da situac¸a˜o de
dois planos embora esta abordagem possa ser
considerada (i.e. ter´ıamos um processo limite
tomado apropriadamente, ou seja, levar´ıamos
um dos planos infinitamente distanciado do
outro). Preferimos deixar expl´ıcitos os ca´lculos
nesses casos, os de v´ınculo sobre um plano,
em raza˜o do estabelecimento das notac¸o˜es,
definic¸o˜es e equac¸o˜es gerais que, como o nome
mesmo se refere, valera˜o inclusive para as
situac¸o˜es com dois planos, nas regio˜es dos semi-
espac¸os.
Vamos desenvolver os ca´lculos desde o
in´ıcio, pois as expresso˜es para estes casos sa˜o
necessa´rias para a determinac¸a˜o da pressa˜o de
Casimir quando sa˜o envolvidos dois planos, a
exemplo da expressa˜o do operador de campo,
Aµ(x), em todo o espac¸o. Fazendo desta forma
ficamos envolvidos, nas situac¸o˜es de v´ınculo so-
bre dois planos, com a determinac¸a˜o da ex-
pressa˜o do operador de campo apenas para a
regia˜o entre os planos.
O “confinamento” do campo eletro-
magne´tico por um u´nico plano infinito, como
e´ esperado, deve conduzir a um resultado nulo
para a pressa˜o de Casimir, em raza˜o da sime-
tria no espetro dos modos normais de vibrac¸a˜o
produzido pelo v´ınculo nas duas regio˜es em que
o espac¸o fica divido, i.e., embora discretizado,
o espectro de frequeˆncias poss´ıveis do campo
eletromagne´tico e´ exatamente o mesmo para
cada regia˜o do semi-espac¸o infinito definido
pela presenc¸a do plano em x3 = 0, com isso a
pressa˜o resultante sobre o plano e´ nula.
A quantizac¸a˜o do campo eletromagne´tico
considerada aqui admite que as placas f´ısicas
sa˜o espessas [19], i.e., as placas sa˜o suficiente-
mente grossas de modo a confinar o campo de
radiac¸a˜o na regia˜o de interesse, portanto na˜o
consideramos a possibilidade de propagac¸a˜o do
mesmo atrave´s da placa. Isto implica a con-
tagem do modo n = 0 nas func¸o˜es que satis-
fazem a condic¸a˜o de fronteira ∂3fj |S = 0.
Vamos admitir, portanto, que o v´ınculo
f´ısico constitu´ıdo por uma placa material e´
modelada por um plano no qual vale uma das
condic¸o˜es de contorno, a de Dirichlet (3) ou
a de Neumann (4), conforme desejemos mode-
lar uma placa perfeitamente condutora ou uma
infinitamente permea´vel, respectivamente. Na
pro´xima subsec¸a˜o explicitamos o ca´lculo da
pressa˜o de Casimir para uma fronteira per-
feitamente condutora. O ca´lculo para a fron-
teira infinitamente permea´vel e´ desenvolvido na
subsec¸a˜o seguinte.
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1. O Vı´nculo Condutor Simples (CS)
O entendimento que adotamos para a
pressa˜o de Casimir e´ o de que esta pressa˜o seja
a pressa˜o resultante [19]. Contudo, indepen-
dende do valor encontrado para 〈T FIS33 (x)〉cv em
dado semi-espac¸o, ele sera´ o mesmo na outra
regia˜o, pois o espac¸o foi dividido pelo plano, e
a pressa˜o resultante e´, portanto, nula
p(x˜, 0) = lim
δ→0
[
〈TFIS33 (x˜, x3 = 0 + δ)〉
−〈TFIS33 (x˜, x3 = 0− δ)〉
]
= 0, (A1)
com x˜ = (x0, x1, x2, 0). Da Eq. (36) temos
TFIS33 (x) = lim
x′→x
[
Gρλστ33
] (
∂xρ∂
x′
λ
)(
Aσ(x)Aτ (x
′)
−i
(
g¯στ +
1
4 ∂¯σ∂¯τ
)
D+0 (x− x′)
)
, (A2)
onde
[
Gρλστ33
] (
∂xρ∂
x′
λ
)
em (A2) e´
[
Gρλστ33
] (
∂xρ∂
x′
λ
)
=
3∑
i=1
Γστi , (A3)
com os operadores Γστ1 , Γ
στ
2 e Γ
στ
3 sendo
Γστ1 =
(
g3σδτ3 −
1
2
gστ
)(
∂λx∂x
′
λ
)
, (A4)
Γστ2 =
1
2
(
∂τx∂σx
′)
+ δτ3
(
∂x3∂
σx′
)
− g3σ
(
∂τx∂x
′
3
)
,
(A5)
Γστ3 = −gστ
(
∂x3∂
x′
3
)
. (A6)
A condic¸a˜o de fronteira em (3) para o
v´ınculo condutor simples torna-se,
1√4⊥
4⊥∂3fcs(1)(x)
∣∣∣∣
x3=0
= 0,
∂0∂1∂3f
cs
(1)(x)√4⊥
+
∂0∂2∂3f
cs
(2)(x)√4⊥4
∣∣∣∣
x3=0
= 0,
−∂0∂2∂3f
cs
(1)(x)√4⊥
+
∂0∂1∂3f
cs
(2)(x)√4⊥4
∣∣∣∣
x3=0
= 0,
(A7)
e, uma vez que as func¸o˜es f(i) (x) sa˜o indepen-
dentes uma das outras resulta,
∂3f
cs
(j) (x)
∣∣
x3=0
= 0, para (j = 0, 1, 2) . (A8)
Agora aplicamos a Eq. (A2) considerando a
representac¸a˜o de Aσ(x) relacionada ao v´ınculo
de interesse [10]. A soluc¸a˜o de (10) sob a
condic¸a˜o de fronteira (3) e´ conseguida uti-
lizando o me´todo de separac¸a˜o de varia´veis,
enquanto que os fatores de normalizac¸a˜o das
func¸o˜es resultam da condic¸a˜o de completeza e
ortonormalidade, que se expressa
2∑
j=1
∫
d3r f−
(j)(k˜′,k′3)
(x)
[
i
←→
∂0
]
f+
(j)(k˜,k3)
(x)
= δ(3)
(
k− k′) , (A9)
onde A
[←→
∂ν
]
B = A (∂νB)− (∂νA)B.
Consideramos um plano perfeitamente con-
dutor situado em x3 = 0 e, portanto, o espac¸o
fica dividido em duas regio˜es (desconexas) x3 ≤
0 e x3 ≥ 0. Para distinguirmos as regio˜es intro-
duzimos um ı´ndice nos operadores de criac¸a˜o e
aniquilac¸a˜o, designado por χ, e cujos valores
sa˜o E para a regia˜o x3 ≤ 0 e D para a regia˜o
x3 ≥ 0. O operador de campo Aµ(x) assume,
enta˜o, a seguinte forma
Aµ(x) =
∑
p
ε(p)µ
∫
d3k
(2pi)3/2
√
k0
cos(k3x3)×
×
[
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)χ(k) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)χ(k)
]
,
(A10)
Os operadores a(p)χ(k) e a
†
(p)χ(k) satisfazem as
seguintes relac¸o˜es de comutac¸a˜o[
a(p)χ(k), a
†
(q)χ′(k
′)
]
= −g¯pqδχχ′δ(3)(k− k′),[
a(p)χ(k), a(q)χ′(k
′)
]
=
[
a†(p)χ(k), a
†
(q)χ′(k
′)
]
= 0.
(A11)
O pro´ximo passo e´ escrevermos o produto
de operadores Aσ(x)Aτ (x
′) em func¸a˜o do pro-
duto normal relativo a` representac¸a˜o de Aσ(x)
que esta´ associada ao espac¸o de Fock gerado
pelo vetor c´ıclico |0cs〉, ou seja, seguindo o de-
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senvolvimento estabelecido na sec¸a˜o III, entre
as equac¸o˜es (27-30),
Aσ(x)Aτ (x
′) = ◦Aσ(x)Aτ (x′) ◦
+
[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
, (A12)
Chamamos a atenc¸a˜o para a notac¸a˜o “◦ ◦”
que representa o produto normal entre ope-
radores associados ao espac¸o de Fock definido
pelo v´ınculo condutor simples. Calculando o
comutador obtemos[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ D+2
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
,
(A13)
com a func¸a˜o D+2 significando
D+2
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
= i
∫
d3k
(2pi)3 k0
cos (k3x3) cos
(
k3x
′
3
)×
× exp
[
−ik˜ (x˜− x˜′)] . (A14)
A func¸a˜o D+2 pode, usando a fo´rmula de Pois-
son [10], ser reescrita
D+2
(
x˜− x˜′;x3, x˜3
)
= D+0
(
x− x′)+D+0 (x− x′′) ,
(A15)
onde os pontos x′ e x′′ sa˜o
x′ = (x′0, x
′
1, x
′
2, x
′
3) (A16)
x′′ = (x′0, x
′
1, x
′
2,−x′3). (A17)
Levamos agora a expressa˜o (A15) para (A13)
e, em seguida, substitu´ımos (A12) em (A2),
observando a identificac¸a˜o em (33). Ocorre
tambe´m uma simplificac¸a˜o para a combinac¸a˜o
dos vetores de polarizac¸a˜o que atuam sobre
D+0 (x− x′′), assim,
TFIS33 (x) = lim
x′→x
[
3∑
i=1
Γστi
] [◦Aσ(x)Aτ (x′)◦
+ i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ D+0
(
x− x′′)
 . (A18)
Quando tomamos o valor esperado da Eq.
(A18) no estado de va´cuo correspondente, i.e.,
|0cs〉, conseguimos mais uma simplificac¸a˜o, pois
o primeiro termo da´ contribuic¸a˜o nula. Por-
tanto, resta so´ o segundo termo,
〈
TFIS33 (x)
〉
cs
= −i lim
x′→x
[
3∑
i=1
Γστi
]
×
×
(
ε(1)σ ⊗ ε′(1)τ + ε(2)σ ⊗ ε′(2)τ
)
D+0
(
x− x′′) .
(A19)
O ca´lculo da expressa˜o acima depende do co-
nhecimento da atuac¸a˜o dos vetores ε
′(j)
τ sobre
a func¸a˜o D+0 (x− x′′), numa maneira ana´loga
ao que fizemos na sec¸a˜o III, pg. 5, quando
observamos a atuac¸a˜o daqueles sobre a func¸a˜o
D+0 (x− x′). O estudo dessa atuac¸a˜o nos leva
a`s seguintes identidades
ε′(1)τ exp
(
ikx′′
) ⇔ − ε(1)τ exp (−ikx)
ε′(2)τ exp
(
ikx′′
) ⇔ − ε(2)τ exp (−ikx)
− 24⊥√4⊥4
ητ exp (−ikx).
(A20)
Com as identidades anteriores obtemos uma
contribuic¸a˜o ja´ encontrada na sec¸a˜o III mais
uma nova contribuic¸a˜o advinda do u´ltimo
termo da segunda identidade em (A20). Por
sua vez, os operadores Γστi encontram-se
definidos pelas equac¸o˜es (A4)–(A6). Calcu-
lando os produtos obtemos:
−
[
3∑
i=1
Γστi
](
g¯στ +
1
4 ∂¯σ∂¯τ
)
=
(
∂x3∂
x′
3
)
+
1
4 (∂
x
3∂
x
3 )
(
∂x0∂
x′
0
)
,
(A21)
enquanto que para a segunda parte[
3∑
i=1
Γστi
](
24⊥√4⊥4
ητ
)
=
4⊥
4
(
∂x3∂
x′
3
)
+
4⊥
4
(
∂λx∂x
′
λ
)
− 14 (∂
x
3∂
x
3 )
(
∂x1∂
x′
1 + ∂
x
2∂
x′
2
)
. (A22)
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Reunindo as contribuic¸o˜es (A21) e (A22)
e efetuando as derivac¸o˜es sobre a func¸a˜o
D+0 (x− x′′) expressa no espac¸o dos momentos
alcanc¸amos como resultado[(
∂˜λx∂˜x
′
λ
)
+
(
∂x3∂
x′
3
)]
D+0
(
x− x′′) = 0.
(A23)
A Eq. (A19) simplifica-se, assim, trivialmente〈
TFIS33 (x)
〉
cs
= 0, (A24)
e a pressa˜o de Casimir tem o resultado esperado
como dado pela Eq. (A1).
Chamamos a atenc¸a˜o para o desenvolvi-
mento entre as equac¸o˜es (A20) e (A23), porque
o resultado em (A23) e´ geral e, portanto,
aplica´vel toda vez que surgir a combinac¸a˜o en-
tre os Γiστ e os vetores de polarizac¸a˜o ε
(j) tal
como encontrada em (A18). Este processo e´,
sem du´vida, um facilitador, pois simplifica o
ca´lculo das contribuic¸o˜es em todos os casos con-
siderados neste trabalho.
Por outro lado, como tambe´m considerare-
mos da regia˜o do semi-espac¸o infinito x3 ≥ d
definida com o plano em x3 = d, devemos ob-
servar as modificac¸o˜es nas expresso˜es gerais que
ocorrem em func¸a˜o desse deslocamento espacial
do plano. Destacamos, entretanto, que na˜o es-
peramos encontrar qualquer alterac¸a˜o no resul-
tado final obtido em (A24), uma vez que o re-
sultado f´ısico, por simetria, deve ser invariante
com respeito a este deslocamento. Em primeiro
lugar, notamos que a Eq. (A13) torna-se[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ D+(mod)2
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
,
(A25)
com a func¸a˜o acima dada por
D
+(mod)
2
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
= i
∫
d3k
(2pi)3 k0
cos (k3 (x3 − d)) cos
(
k3
(
x′3 − d
))
× exp
[
−ik˜ (x˜− x˜′)] . (A26)
Utilizando a fo´rmula de Poisson (A26) torna-se
Dmodcs
(
x˜− x˜′;x3, x˜3
)
=
[
D+0
(
x− x′)+D+0 (x− x′′2d)] , (A27)
com o ponto x′′2d significando
x′′2d = (x
′
0, x
′
1, x
′
2,−x′3 + 2d). (A28)
A reescrita de D
+(mod)
2 em (A27) quando com-
parada a`quela de (A15) revela que a diferenc¸a
entre as expresso˜es e´ por uma contante, precisa-
mente −2d. Sendo assim, o resultado em (A24)
mante´m-se, observando agora que x3 = d, ou
seja,
p(x˜, d) = lim
δ→0
[
〈TFIS33 (x˜, x3 = d+ δ)〉
− 〈TFIS33 (x˜, x3 = d− δ)〉
]
= 0. (A29)
Portanto, os resultados obtidos para o v´ınculo
condutor sobre um plano sa˜o os esperados pela
simetria do problema, ou seja, a pressa˜o resul-
tante e´ igual a zero, seja em x3 = 0 ou x3 = d.
2. O Vı´nculo Permea´vel Simples (PS)
O espac¸o encontra-se dividido em duas
regio˜es desconexas pelo plano infinitamente
permea´vel. E´ a condic¸a˜o de fronteira de Neu-
mann sobre o plano, que segue da Eq. (4),
4⊥√4⊥4
∂0f
ps
(2)(x)
∣∣∣∣
x3=0
= 0,
43√4⊥43
∂2f
ps
(1)(x)−
4√4⊥4
∂1f
ps
(2)(x)
∣∣∣∣
x3=0
= 0,
43√4⊥43
∂1f
ps
(1)(x) +
4√4⊥4
∂2f
ps
(2)(x)
∣∣∣∣
x3=0
= 0,
(A30)
e sendo as func¸o˜es, fps(j) (x) independentes uma
das outras conseguimos
fps(j) (x)
∣∣
x3=0
= 0, para (j = 1, 2) . (A31)
A expressa˜o do campo de radiac¸a˜o sujeito ao
v´ınculo (A30) assume, diferenciando as regio˜es
D e E nas quais o espac¸o fica dividido atrave´s
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do subscrito χ, a seguinte forma
Aµ(x) =
∑
p=1,2
ε(p)µ
∫
d3k
(2pi)3/2
√
k0
sen (k3x3)×
×
[
exp
(
−ik˜x˜
)
a(p)χ(k) + exp
(
ik˜x˜
)
a†(p)χ(k)
]
.
(A32)
Seguindo o procedimento colocado na sec¸a˜o
anterior, calculamos o primeiro termo entre
pareˆnteses na expressa˜o do tensor em (A2).
Para o v´ınculo em questa˜o temos
Aσ(x)Aτ (x
′) = •Aσ(x)Aτ (x′) •
+
[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
, (A33)
onde • • na equac¸a˜o acima e´ a notac¸a˜o para o
produto normal entre operadores com respeito
ao estado de va´cuo |0ps〉. Calculando o comu-
tador em (A33) obtemos[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ D+1
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
,
(A34)
onde D+1 (x˜− x˜′;x3, x′3) e´ a func¸a˜o
D+1
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
= i
∫
d3k
(2pi)3 k0
sen (k3x3) sen
(
k3x
′
3
)×
× exp
[
−ik˜ (x˜− x˜′)] , (A35)
que tambe´m pode ser reescrita usando a
fo´rmula de Poisson [10],
D+1
(
x˜− x˜′;x3, x˜3
)
= D+0
(
x− x′)−D+0 (x− x′′) ,
(A36)
Os pro´ximos passos sa˜o ana´logos a`queles entre
as equac¸o˜es (A15) e (A23), exceto que o sinal
da contribuic¸a˜o devida a D+0 (x− x′′) e´ agora
negativo. Entretanto, isto na˜o altera o resul-
tado em (A23) e conduz, portanto, a` Eq. (A24)
tambe´m para este caso〈
TFIS33 (x)
〉
cs
= 0. (A37)
Naturalmente, a pressa˜o de Casimir para o caso
do plano infinitamente permea´vel mante´m o re-
sultado encontrado em (61).
Vamos detalhar agora as modificac¸o˜es resul-
tantes quando deslocamos o plano para x3 = d.
Em lugar de (A34) temos agora[
A+σ (x), A
−
τ (x
′)
]
= i
2∑
j,l=1
g¯jlε
(j)
σ ⊗ ε′(l)τ D+(mod)1
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
,
(A38)
onde a func¸a˜o D
+(mod)
1 (x˜− x˜′;x3, x′3) e´
D
+(mod)
1
(
x˜− x˜′;x3, x′3
)
= i
∫
d3k
(2pi)3 k0
sen (k3 (x3 − d)) sen
(
k3
(
x′3 − d
))
× exp
[
−ik˜ (x˜− x˜′)] . (A39)
Usando a fo´rmula de Poisson (A39) torna-se
Dmodps
(
x˜− x˜′;x3, x˜3
)
=
[
D+0
(
x− x′)−D+0 (x− x′′2d)] . (A40)
A pressa˜o de Casimir, que e´ a pressa˜o resul-
tante sobre o plano x3, naturalmente, mante´m
o resultado ja´ obtido pela Eq. (A29).
APEˆNDICE B: A FO´RMULA DE
POISSON E AS FUNC¸O˜ES PARCIAIS DE
JORDAN-PAULI
As func¸o˜es que denominamos parciais de
Jordan-Pauli e consideradas neste trabalho cor-
respondem a`s parcelas de frequeˆncia positiva
das func¸o˜es de Jordan-Pauli [1],
D0
(
x˜− x˜′;x3, x˜3
)
= D+0
(
x− x′)+D−0 (x− x′2d) .
(B1)
A func¸a˜o de Green do fo´ton na auseˆncia de
v´ınculos D0µν(x − x′) e´ escrita, em func¸a˜o de
D+0 (x− x′), como segue,
D0µν(x− x′) = −igµν
[
θ
(
t− t′)D+0 (x− x′)
− θ (t′ − t)D−0 (x− x′)] , (B2)
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com
D−0 (x− x′) = −D+0 (x′ − x). (B3)
Na representac¸a˜o do espac¸o dos momentos, a
func¸a˜o de Green em (B2) e´ [18],
D0µν(x− x′) = − gµν
(2pi)4
∫
d4k
exp [−ik (x− x′)]
k2 + iη
,
(B4)
enquanto que no espac¸o de coordenadas,
D0µν(x− x′) = gµν
4ipi2
[(
x− x′)2 − iη]−1 . (B5)
Ja´ a func¸a˜o D+0 (x−x′) no espac¸o dos momentos
tem como expressa˜o
D+0 (x− x′) =
1
(2pi)3
∫
d3k
2k0
exp
[−ik (x− x′)] .
(B6)
Nosso objetivo e´ encontrar a escrita das func¸o˜es
(45), (69) e (79) em termos da func¸a˜o (B6).
Iniciamos com a func¸a˜o Dcd em (45),
Dcd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
∞∑
n=1
∫
d2k⊥
(2pi)2 k0d
cos
[npix3
d
]
cos
[
npix′3
d
]
×
× exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′)) . (B7)
Sabemos que cos(x) e´ uma func¸a˜o par (x ∈
R), com isso podemos reescrever o produto de
cossenos como segue
Dcd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
∞∑
n=−∞
∫
d3k
2(2pi)2k0d
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))×
× δ
(
k3 −
(npi
d
))
cos (k3x3) cos
(
k3x
′
3
)
. (B8)
A func¸a˜o delta na Eq. (B8) torna-se, usando a
fo´rmula de soma de Poisson,
∞∑
n=−∞
f(2npi) =
1
(2pi)
∞∑
l=−∞
∫ ∞
−∞
dkf(k) exp (−ilk) ,
(B9)
e assim, o somato´rio das func¸o˜es delta na Eq.
(B8) resulta,
∞∑
n=−∞
δ
(
k3 −
(npi
d
))
=
d
pi
∞∑
l=−∞
exp (−2ik3ld) .
(B10)
O produto de cossenos, lembrando da fo´rmula
de Euler, assume a seguinte forma
cos (k3x3) cos
(
k3x
′
3
)
=
1
4
[A+B − C −D] ,
(B11)
com os termos A, B, C e D dados por
A = exp
(
ik3
(
x3 − x′3
))
, (B12)
B = exp
(−ik3 (x3 − x′3)) , (B13)
C = exp
(
ik3
(
x3 + x
′
3
)
+ ipi
)
, (B14)
D = exp
(−ik3 (x3 + x′3)− ipi) . (B15)
Substituindo (B10) e (B11) na Eq. (B8),
Dcd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
1
(2pi)3
∞∑
l=−∞
∫
d3k
4k0
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))
× exp (−2ik3ld) [A+B − C −D] . (B16)
Efetuamos agora a troca do sinal do ı´ndice l→
−l nos termos A e C e a mudanc¸a do sinal de
k3 → −k3 nos termos B e D,
Dcd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
1
(2pi)3
∞∑
l=−∞
∫
d3k
2k0
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))×
× [A¯− B¯] , (B17)
com
A¯ = exp
(
ik3
(
x3 − x′3 + 2ld
))
,
B¯ = exp
(
ik3
(
x3 + x
′
3 + 2ld
))
,
ou seja, observando a Eq. (B6) resulta
Dcd(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
∞∑
l=−∞
[
D+0
(
x− x′d
)
+D+0
(
x− x′′d
)]
, (B18)
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com os pontos x′ e x′′,
x′d = (x
′
0, x
′
1, x
′
2, x
′
3 − 2ld), (B19)
x′′d = (x
′
0, x
′
1, x
′
2,−x′3 − 2ld). (B20)
Passamos agora a` func¸a˜o Dpd em (69),
Dpd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
∞∑
n=0
∫
d2k⊥
(2pi)2 k0d
sen
[npix3
d
]
sen
[
npix′3
d
]
×
× exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′)) . (B21)
O produto de senos e´ uma func¸a˜o de paridade
par, assim (B21) torna-se,
Dpd(x˜− x˜′;x3, x′3)
= i
∞∑
n=−∞
∫
d3k
2(2pi)2k0d
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))
× δ
(
k3 −
(npi
d
))
sin (k3x3) sin
(
k3x
′
3
)
. (B22)
Por sua vez, o produto de senos em termos de
exponenciais assume a forma
sin (k3x3) sin
(
k3x
′
3
)
=
1
4
[E + F −G−H] ,
(B23)
com E, F , G e H dados por,
E = exp
(
ik3
(
x3 − x′3
))
, (B24)
F = exp
(−ik3 (x3 − x′3)) , (B25)
G = exp
(
ik3
(
x3 + x
′
3
))
, (B26)
H = exp
(−ik3 (x3 + x′3)) . (B27)
Substituindo (B10) e (B23) na Eq.(B8),
Dpd(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
1
(2pi)3
∞∑
l=−∞
∫
d3k
4k0
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))
× exp (−2ik3ld) [E + F −G−H] . (B28)
Em analogia a` Eq. (B17) temos agora,
Dpd(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
1
(2pi)3
∞∑
l=−∞
∫
d3k
2k0
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))×
× [E¯ − F¯ ] , (B29)
onde os termos E¯ e F¯ dados por
E¯ = exp
(
ik3
(
x3 − x′3 + 2ld
))
,
F¯ = exp
(
ik3
(
x3 + x
′
3 + 2ld
))
.
Retomando a definic¸a˜o (B7), a Eq. (B29)
torna-se,
Dpd(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
∞∑
l=−∞
[
D+0
(
x− x′d
)−D+0 (x− x′′d)] , (B30)
Por fim, determinamos a representac¸a˜o em ter-
mos das D+0 para a func¸a˜o (79)
Dmt(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
∞∑
n=0
∫
d2k⊥
(2pi)2k0d
cos
[(
n+
1
2
)
pix3
d
]
× cos
[(
n+
1
2
)
pix′3
d
]
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′)) .
(B31)
Seguindo em analogia ao que fizemos anterior-
mente, podemos reescrever (B31) usando uma
func¸a˜o delta apropriada,
Dmt(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
∞∑
n=−∞
∫
d3k
2(2pi)2k0d
exp
(
−ik˜ (x˜− x˜′))
× δ
(
k3 −
(
n+
1
2
)
pi
d
)
cos (k3x3) cos
(
k3x
′
3
)
.
(B32)
O produto de cossenos em (B32) desenvolve-se
de acordo com (B11) enquanto que a reescrita
da func¸a˜o delta na expressa˜o acima segue a Eq.
(B9), ou seja,
∞∑
n=−∞
δ
(
k3 −
((
n+ 12
)
pi
d
))
=
d
pi
∞∑
l=−∞
exp [−i (2ldk3 − pil)] . (B33)
O procedimento a seguir e´ ana´logo a`quele es-
tabelecido na obtenc¸a˜o das equac¸o˜es (B16) e
(B17). Com o conjunto de alterac¸o˜es la´ especi-
ficado, a representac¸a˜o da func¸a˜o D+m1(x) em
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termos da func¸a˜o D+0 assume a forma,
Dmt(x˜− x˜′;x3, x′3)
=
∞∑
l=−∞
(−1)l [D+0 (x− x′)+D+0 (x− x′′)] ,
(B34)
com os pontos x′ e x′′ sendo aqueles definidos
por (B12) e (B13).
Completamos assim o estudo de represen-
tac¸a˜o das func¸o˜es Dcd (x− x′′), Dpd (x− x′′), e
Dmt (x− x′′) em termos da func¸a˜o parcial de
Jordan-Pauli D+0 (x− x′).
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